COHOMOLOGIE DE CHEVALLEY DES GRAPHES ASCENDANTS 
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Abstract. The space Tpoiy{R'^) of all tensor fields on K'', equipped with the 
Schouten bracket is a Lie algebra. The subspace of ascending tensors is a Lie 
subalgebra of TpoiyiR'^). 

In this paper, we compute the cohomology of the adjoint representations of this 
algebra (in itself and Tpoiy(R'^)), when we restrict ourselves to cochains defined by 
aerial Kontsevitch's graphs like in our previous work (Pacific J of Math, vol 229, 
no 2, (2007) 257-292). As in the vectorial graphs case, the cohomology is freely 
generated by all the products of odd wheels. 



Resume. L'espace des tenseurs ascendants est une sous algebre de Lie de I'algebre de Lie 
(graduee) Tpoij,(K^) des champs de tenseurs sur R'' muni du crochet de Schouten. 

Dans cet article, on calcule la cohomologie des representations adjointes de cette sous algebre 
de Lie, en se restreignant a des cochaines definies par des graphes de Kontsevich aeriens 
comme dans |AAC1| et |AAC2) . On retrouve un resultat analogue a celui de la cohomologie 
des graphes vectoriels et lineaires: elle est librement engendree par des produits de roues de 
longueurs impaires. 



1. Introduction 

Notons TpoiyiR'^) V espace des tenseurs contravariants completement antisymetriques 
sur M'^. Cet espace, muni du crochet de Schouten et de la graduation deg{a) = k — 1, 
si a est un fc-tenseur, est une algebre de Lie graduee. 

Un probleme naturel est le calcul de la cohomologie de Chevalley de Faction ad- 
jointe de cette algebre de Lie. 

Pour aborder cette question, on se restreint a des cochaines Ca definies a partir des 
graphes de Kontsevich aeriens A. En effet, il semble probable qu'on definisse ainsi la 
partie la plus fondamentale de la cohomologie cherchee. 
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Meme ainsi posee, la question reste tres difficile. En particulier, la cohomologie de 
Paction adjointe de la sous algebre des tenseurs homogenes, de la forme 

l<il,...,ip<d 

ou les fonctions o;*^ ' *''(a;) sont des polynomes homogenes de degre p sur W^, est non 
triviale. 

D'un autre cote, nous avons dans |AAC1| et |AAC2| calcule la cohomologie des 
algebres de Lie Vect{M.'^) des champs de vecteurs et Cpoiy{M.'^) des tenseurs lineaires. 

Get article est un premier pas vers la localisation de la cohomologie de Tpoiy{^'^) a 
sa restriction aux tenseurs homogenes. 

Pour cela, on definit une sous-algebre de Lie interessante de Tpoiy{M.'^), c'est celle 
des tenseurs ascendants: un p-tenseur a est dit ascendant ou de type {q < p), avec 
p,q EN si: 

l<il,...,ip<d 

OU toute fonction est un polynome homogene de degre q sur tel que 

q < p si p > 1, 
q < p si JO < 1 . 

Muni du crochet de Schouten, I'espace des tenseurs ascendants sur M.'^ note Tp'^^'\M.'^) 
est une sous algebre de Lie graduee de Tpoiy(R'^) qui contient gl(R'^). 

Comme dans |AAC1| et |AAC2] . on veut determiner la cohomologie de Chevalley 
de Faction adjointe de cette sous algebre dans Tpoiy{M.'^), en se restreignant a des 
cochaines Ca definies a partir des graphes de Kontsevich aeriens A. La restriction 
aux tenseurs ascendants correspond a I'utilisation de graphes pour lesquels chaque 
sommet i est de type note {q < p), c'est a dire, tel qu'exactement p fieches sortent 

de i et q fieches aboutissent sur i avec J ^ ^ ^ p > , 

\q<p si p < 1 . 

On appellera de tels graphes des graphes ascendants. La cohomologie se traduit, 
alors, par un operateur de cobord d defini directement sur I'espace des graphes aeriens 
ascendants. On calcule ici la cohomologie de cet operateur d. 

La situation est done similaire a celle des graphes vectoriels et lineaires aeriens 
etudies dans |AAC1] et [AAC2] . Rappelons que pour construire la cochaine Ca dans 
le cas des graphes ascendants, on doit ajouter au graphe aerien A autant de jambes 
que de pieds, suivant la methode de [AGM] . et ceci pour n'importe quel nombre de 
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pieds. On obtient ainsi pour chaque graphe aerien ascendant une suite infinie de 
graphes non aeriens. 

On calcule la cohomologie par les methodes de |AAC1| et |AAC2) : apres la def- 
inition de I'ordre et du symbole d'une combinaison lineaire symetrique de graphes 
aeriens ascendants, on definit une homotopie qui permet de ramener, modulo des 
cobords, chaque cocycle a un graphe aerien forme par des sommets simples, c'est a 
dire des sommets de type (g < p) avec p < 1. Autrement dit, chaque sommet regoit 
et fait sortir au plus une fleche. La cohomologie de d coincide alors avec celle calculee 
dans [AACl] et [AAC2J : elle est librement engendree par des produits de roues 

R2ki+1 X R2k2+1 X ■ ■ ■ X R2kp+l 

de longueur 2ki + l impaires et strictement croissantes tels que < A;i < A;2 < ■ " ■ < ^p- 
On en deduit que la cohomologie de Chevalley de Paction adjointe des tenseurs 
ascendants dans Tpoiy{M.'^) est donnee par des cochaines Cs ou 6 est une combinaison 
de roues impaires de longueur strictement plus petite que 2d. 

2. Notations et definitions 

On considere I'algebre de Lie graduee TpoiylW^) des champs de tenseurs contravari- 
ants completement antisymetriques sur W^. Cette algebre est graduee par deg (ou 
deg{a) = A; — 1, si a est un /c-tenseur) et son crochet est celui de Schouten qui s'ecrit: 

k I 

[6A- ■ -A^fe, r^iA- • ■Ar]e]s = $^(-l)'"*+'"'CiA- ■ • S " • ■HkA[C^, Vj]^Vi^- " " " " '^Vi- 

i=i j=i 

ou les et les r]j sont des champs de vecteurs sur M.'^. 

Prenons deux tenseurs a= a'^ -'''di^ A - ■ ■ Adi^^ et /3 = ^ f^^^-^'^dj^ A • • ■ A 9,-^, 

on definit I'operateur V : TpoiyiR"^) — > Der{Tpoiy(E.'^)) par 

k 

= Yl (-1)'"' Y {9^rl^''■■■'') di,A---d,^---Adi^Adj,A---A a,,. 

Avec cet operateur, on pent definir le crochet de Schouten en posant simplement 

{Tpoiyi^'^), [ , ]s,deg) est une algebre de Lie graduee: le crochet de Schouten est 
antisymetrique et il est de degre 0. 
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Soient {p, q) G N^, un p-tenseur a est dit de type {q < p) si et seulement si 

l<ii,...,ip<d 

on chaque fonction a^'^'"'^p{x) est un polynome homogene sur M"' de degre q tel que 

q < p si p > 1, 
q < p si p < 1. 

Un tenseur de type {q < p) est dit aussi un tenseur ascendant. 
Muni du crochet de Schouten, I'espace Tp'^^'\w^) des tenseurs ascendants est une 
sous algebre de Lie graduee de Tpoiyi^"^). 

Cependant, on pent voir chaque apphcation ra-hneaire antisymetrique comme une 
apphcation n-hneaire symetrique si on change la graduation. Posons |a| = deg{a) + 1 
et Q{a, /3) = (— l)'^'^^^")[a, (3]s, le crochet de Schouten se transforme en une operation 
Q qui est | |-symetrique. Dans ce cas, I'operateur de cohomologie de Chevalley s'ecrit: 
(voir par exemple |AAC1| ) 

Proposition 2.1. (Cohomologie symetrisee) 

Une application n-lineaire \ \- symetrique C est une n-cochaine, son cobord dC est 
donne par 

n 

{dC){ao, . . . , a„) = ^ (q,|(2, . . A . . . n)(-l)l^l(l"'l-iV,,C(ao, ...a,..., an) 

i=0 

+ (-l)'^'£|a|(0 ... Z ... n, i)Vc(ao,...S7...,an)«i) 

~ X^£|a|(^)i)0) ..n)C (Va,aj,ao, • . • . . . (X,- • • • , a„) , 

oii e\a\{i, ... 2 ... n) est la signature de la permutation graduee ( ^. j""ct„ ) P^'^^ 
precisement, lesignee\a\ sur la transposition (oi, a j) est: £|Q,|(z,j) = (— l)l"'ll°-'l£|Q,|(j, z). 

3. Graphes aeriens et cochaines 

Les cochaines etudiees dans cet article sont construites a partir de graphes comme 
dans [K] et [AGM]. Pour des tenseurs de type (. < .), on considere la classe restreinte 
des graphes qui sont de type (.<.). Definissons la construction dans ce cas. 



et fi fleches aboutissent sur i avec 
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Un graphe A de type (. < .) est un graphe aerien de Kontsevich, defini par la 

donnee de n sommets numerotes 1, . . . ,net d'aretes qui sont des fleches telles que 
chaque sommet i est de type (/j < ii), c'est a dire, exactement £i fleches sortent de i 

fi < ii si ii > 1, 

fi<ii Si£i<l/ 

On appelle Deb{i) la collection des aretes partant d'un sommet i, rangees dans un 
ordrc donne {Deb{i) peut etre vide). Le graphe A est done une liste de n listes de 
fleches: ^ 

A = (^,...,^)) . 

Pour construire la cochaine, on ajoute des "pieds" (sommets terrestres) et des 

"jambes" (fleches aboutissant a des pieds) a A. Soit (mi, . . . ,m„) € N", on se donne 

\m\ — nil + ■ ■ ■ + TTin nouveaux sommets (pieds) notes b\, . . . , , . . . , 6", . . . , et 

— \ — — ^ ^ 

\m\ nouvelles fleches (jambes) notees lb\, . . . , lfe„jp • • • , nb^, . . . , nb!^^. On definit le 

graphe non acricn F compatible avcc la numcrotation dc ses sommets, c'est a dire 

tel que les ii + mi premieres fleches partent du sommet 1, les £2 + ^2 suivantes du 

sommet 2, etc... 

Notons {x^, . . . , x'^) des points dc R'^. Si la flechc ep de F est a la r*^'"'^ place dans 

la liste F, on notera I'indice tj.- On notera done x*'^ pour x**^ et dt-^ pour 

/—J- ^ ^ — ^\ 

Pour tout sommet i de A, la collection Deb{i) sera la suite iia\, . . . , ia\.,ib\, . . . , ib\^. 1 
des fleches issues de i, si a est un £j + mj-tcnscur, on notera a^o^^ii) composante: 

— )■ — )> 

De meme, on note Fin{i) = {c\i, . . . , c^i) la suite des fleches arrivant sur i {Fin{i) 
peut etre vide). On definit pour chaque i, I'operateur dpinii) = — ^-^^ — ( c'est 



I'operateur identite si aucune fleche n'arrive sur i). 

Chaque graphe non aerien F permet de deflnir une application Br qui, pour 
toute famille ai,...,an de tenseurs contravariants totalement antisymetriques et 
d'ordres respectifs ^i + mi, + m„ sur R*^, associe un operateur |m|-differentiel 

Br{ai, . . . , an) defini par 



d n 

16} 



Br(«i, . . . , a„) = ^ n dFin(i)ai'''dt^ A---Ad, 

Exemple: 



On prend I'exemple du graphe F ci-dessous 
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Le graphe F est oriente par I'ordre O suivant: 

l^<I^<16j<3^<36f. 

Alors, pour tous tenseurs ai,a2 et d'ordre respectif 3,0 et 2, I'operateur bidif- 
ferentiel s'ecrit: 



Remarque 3.1. 

La definition de I' operateAir ^ depend du choix de la liste compatible 

r = [la\, lal^, lb\,..., Ib^^^,. . . , r^, . . . , nb'^, nbl^^j . 

Changer cette liste par une permutation a sur I'ordre des fleches faisant passer de la 
liste r a la liste o'{T), revient a multiplier Br par le signe s{a). 

La definition de I 'operateur Br est etendu aux graphes non compatibles en posant 

Ba{r) = e{a)Br. 

On considere un graphe aerien A = ^^l^i, • • • , l^^li^ }■■■■> (j^i ■ ■ ■ ■> 
type (.<.). Si on ajoute les jambes a la fin de la liste A, on obtient alors une liste 

f= (^l^,...,l4|,...,^,...,^,16j,...,16£^,...,^,...,^<^ . 
On note e{mi, . . . , mn) la signature de la permutation passant de la liste F a la liste F. 

La cochaine Ca definie par A est une serie formelle: 

C^iai, . . . ,an) = ^ s{mi, . . . ,mn)Bf,{ai, . . . ,an) 

mi,...,mn>0 
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avec la convention que = si 7^ £j + mj. 

Les cochaines considerees ici sont des combinaisons lineaires a coefficients constants: 

C = a/\Ci\ 



de cochaines associees a des graphes A de type (. < .). Comme les tenseurs ctj sont 
antisymetriques, on se restreindra a des combinaisons C telles que a^(^^) = e{a)a^ 

pour toute permutation a sur I'ordre de I'une quelconque des suites ( 

Comme on ne considere que des cochaines symetriques (pour | |), on se restreint fi- 
des cohaines C telles que pour n'importe quelle permutation r de deux sommets i et 
i de A, on a ar(A) = (— l)^'^^+(^^+^^)(^^+i+'"+^j-i)aA, si r(A) est le graphe ascendant: 

r(A) = 

= T(^(la\,...,la]^,..., (ia\,...,ia\}j,..., [ja{, . . . , ja\^ , . . . , (^nof , . . . , na£)) 
r(l)r(a}i, . . . , r(l)r(a,\)) , . . . , (r(j)r(ali, . . . , r{j)T{a\}i) 



T[i)T[a^), . . . , T[i)T[a^j J,..., \^T[n)T[a^ 

r> / ^ / r^-\ 

Ir(ai), . . . , lr(a^Jj, . . . , [iT{a{), . . . , ir(a^^^.) j , . . . , [jT{a\), . . . , jr(ayj, . . . 

Alors, d'apres |AGM| . on a 

Cr(A)(«i, . . . , ttj, . . . , a,, . . . , an) = CA(ai, . . . , a,, . . . , a^, . . . , 

Si 5 = OaA est une combinaison lineaire symetrique de graphes ascendants et 
Cs la cochaine YIa o-aCa, alors, cette condition garantit que le terme correspondant a 
mi = ■ ■ ■ = m„ = dans la serie Cs est | |-symetrique. Grace au signe e{mi, . . . , rUn), 
tons les autres termes le sont aussi. 

Exemple: 

Prenons pour A la "roue de longueur 3": 



A = ((i^) , (23) . (3t 
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Alors si «!, a2, as sont des tenseurs d'ordre /ci, A;2, ^3, 
CA(ai,a2,as) = 

dt,A---A \^ A dt,^^^ A ■ • • A dt,^^^^ A A ■ ■ ■ A 9^,^^,^^,^ . 

Cette cochaine n'est pas symetrique, sa symetrisation est: 

C(ai, 0:2, as) = E £|Q|(cr)CA(aa(i), a^(2), a^(3)) = (3Ca - 3Ca') (ai, 02, as) 

ou A' est le graphe aerien: 



A'=((l^),(2t).(3^ 



C est done la cochaine C5 associee a la combinaison symetrique de graphes lineaires 
6 = 3A- 3A'. 

4. L'OPERATEUR DE COBORD SUR LES GRAPHES DE TYPE (. < .) 

Dans ce paragraphe, nous definissons directement sur les combinaisons lineaires 
symetriques 6 de graphes de type (. < .), un operateur de cobord note d correspon- 
dant a I'operateur de cobord pour les cochaines symetriques Cs definies par 6. Dans 
|AGM] . il est montre qu'un tel operateur 86 defini sur les graphes existe et verifie 
CdS = dCs. Dans le cas des graphes ascendants, son expression pent etre simplifiee. 

Soit A un graphe de type (. < .) ayant n sommets (1, . . . , n). 



Chaque sommet de A est de type {fk < ik)- 

On fixe un indice j tel que < j < n. On renumerote les sommets de A en 
[0, . . . j . . . ,n). On garde le graphe avec son orientation, c'est a dire qu'on obtient 
un graphe A{0, . . . j . . . ,n) qui a les memes fieches que A mais leur nom a change 
conformement au nouveau nom des sommets. L'ordre des fieches est inchange. 



A(0, ...j...,n) = (^(^(k|, . . . , Ocl^ , . . . , (k?^, k4^^^ {nCi, . . . , nc^ 

Chaque sommet k de A(0, . . . j . . . , n) est de type {fk+i < ^k+i) si k < j et {fk, £k) si 
k > J. 

On fixe un autre indice i < j et une partie / de Fin{i) dans ce graphe A(0, . . . j . . . , n) 
On construit les graphes A^^'^''' et Aj'['* non compatibles de sommets (0, . . . , n) ainsi: 
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avec / = Fin^i,r,e{i), Fin^i,r,s{j) — Fin ^^^ -^ et s est la position de la fleche 

dans Deb^i,r,s{i). On impose que i soit de type (// < r + 1) et que j soit de type 
(/j < (-i+i - r). On a // + /j = + 1. 



De meme 




avec / = Fin.i,r,t{i), Fin.i,r,t{j) — Fin^,^ \/ et t est la position de la fleche 

ji dans Deh^i,T,t{i). On impose que i soit de type (// < r + 1) et que j soit de type 
(/j < ^i+i - rf. On a // + /j = + 1. 

Ces graphes sont definis pour tout < r < etl<s,t<r + l. 



Definition 4.1. (L'eclatement du sommet i) 

Soit A un graphe ayant n sommets (1, . . . ,n). On fixe deux indices i et j tels 
que < i < j < n. On renumerote les sommets de A en {0, . . . j . . . ,n) . On 

obtient un graphe A(0, . . . j . . . , n) defini comme precedemment. L'eclatement du 
sommet i de A(0, . . .j . . . ,n) est la collection des graphes A.-'j''^ et A^'^'*, pour tout 
I C i^m^(o,...i...,„)(^); < r < d+i etl< s,t<r+l. 

On dit que le graphe A^j'* (resp. ^Jjl'^) se contracte proprement en i a A si et 
seulement si 

inf |#De6^/..,.(^) + #Fzn^i,r,s{i), #De6^/,.,. (j) + #Fzn^/,..,(j)| > 1 

1^ »>J tj ) 

OU 

Deh^i,r,s (i) = Fin^i,r,s (j) = f ij ^ et Fin^i,r,s {%) — Deh^i,r,s (j) — 
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inf \#Deb^i,r4i} + #Fin^i,r4i}, #De6^i...* (j) + #Fm^/,.,.(j)| > 1 

I. j,i j,i j,i j,i ) 

t 

Deb^i,r,t(j) = Fin^i,r,t{i) = iji) et Fin^i,r,t(j) = Dehj.i,r,t{i) = 0). 
On notera la famille de graphes verifiant cette propriete: 

f A I,r,s , 1 A 7,r,s P^'OP A / r A I,r,t , , a I,r,t P""^ a i \ 

{A^y tels que A^y ^ A} [resp. {A j'/ tels que A^y 7 A}). 



Proposition 4.2. (L'operateur d sur les graphes de type (. < .)) 

Soit d = J2a '^aA une combinaison lineaire symetrique de graphes de type (. < .) 
ay ant n sommets (!,...,«). Alors 

dCs — oaC'sa 



ou 



8(A) 



E 

0<i<j<n 



E r,t \I,r,t , r,s \I,r,! 

j,i j,i i,j i,j 



A ' ' ^ A 



Pour tou^ sommet a, posons ^Deb.i,r,t{a) — Qa et ^Deb^i,r,s{a) — Pa- Les signes 
sont: 



3,1' 



(^_lj9j(«o+---+9j-i) j'_]^jfe-i)(go+---+gi-i)j'_]^jt-i 



et 



e'y. = (_i)w(po+-+Pj-i)(^_]^^(pj-i)(po+-+Pi-i)^_]^^s-i^_]^- 



PiPj 



Preuve 



La cohomologie de Chevalley est donnee par: 

n 



j=0 



+ J](-l)l^-'q„,(0...^...n,«)V 



) V Cs{ao,---ai...,a„)Oii 



i=0 



~ ^^\a\U,hO, ■■■i---3 ■ ..n)Cs {VajahOiQ, . . .ai . . .dj . . . ,an) 
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II y a des simplifications entre (/), (//) et {III). Dans |AGM| . il est montre que 



chaque terme de (/) et (//) correspond a un graphe A -'J'* ou Aj'l' provenant d'un 
eclatement qui ne se contracte pas proprement sur A, on dira que ce terme n'est pas 
propre. II se simplifie avec un terme de (///) et il nous reste la somme des termes 
"propres" de (///): 



dCs{ao,. . . ,an) = - ^ 



0,...j..., ^)(_i)(l-.hi)(l-o|+-+|«.-i|) 



i<j 



• . . , «n) + 5^ ei.lU 0, . . . j . . . , ^)(_l)(l".|-l)(l"o|+-+|a.-.|) 



i<j 



;-l)l">ll"^ICA(«o,...,V„,a„ 



a 



J • • • ' 



Apres simplification, pour chaque graphe A, I'operateur 

CA(ao, • • • , Va.aj, ...«,•...,«„) 

(i) 

est la somme des termes de la forme C,/,r,a(ao, • • • , an) ou A['['* se contracte propre- 
ment en i sur A. De meme I'operateur 

CA(ao, • • • , Vo^Oi, . . .aj . . .,an) 
W 

est la somme des termes de la forme C.i,r,t{ao, ■ ■ ■ , an) ou A:^'['* se contracte propre- 
ment en i sur A. 

On verifie que ces termes apparaissent avec les signes e^'^ respectivement e^'^ 



Definition 4.3. (Espaces de cohomologie sur les graphes) 



Une combinaison lineaire symetrique 5 de graphes de type (. < .) est un cocycle si 
85 = 0, un cobord s'il existe une combinaison lineaire symetrique j3 telle que 5 = df3. 

L'espace des n-cocycles est I'espace des combinaisons symetriques de graphes 
lineaires ayant n sommets et qui sont des cocycles. 

L'espace i?" des n-cobords est I'espace des combinaisons de graphes qui sont les 
cobords de combinaisons symetriques de graphes ayant n — 1 sommets. 

Le rf^^ espace de cohomologie des graphes est le quotient de I'espace par 
I'espace S". 
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5. Symbole d'un GRAPHE 

Soit A un graphe de type (. < .) de sommets numerotes (1, . . . ,n). On peut dis- 
tinguer cinq classes de sommets i: 

Classe 1: les sommets i de type (0 < ii) avec £i > 1. On posera 0{i) = {0,ii). 

Classe 2: les sommets i de type (/j < ii) avec ii > fi > 1. On posera 0{i) — {fi, ii). 

Classe 3: les sommets i de type (1 < 1). On posera 0{i) — (1, 1). 

Classe 4: les sommets i de type (0 < 1). On posera 0{i) = (0, 1). 

Classe 5: les sommets i de type (0 < 0). On posera 0{i) — (0, 0). 

On ordonne les types des sommets suivant (*) en posant: 
(0,£,)>(/,-,£,-)>(l,l)>(0,l)>(0,0), 

{0,ii) > {0,ii') ^ii> ii' et {fi,i,) > {U,i,) ^ 



: > ii', 
ii = ii, et fi > fi>. 



L'ordre C(A) d'un graphe A de type (. < .) est le mot forme par les ordres de ses 
sommets: 

0(A) = (0(l),...,0(n)). 

On ordonne les ordres des graphes par l'ordre lexicographique, en respectant (*). 

Si (5 = A est une combinaison lineaire symetrique de graphes ascendants, 

on definit l'ordre de 6 par: 

0{5) = Max{0{A), a a ^ 0} 
et on appellera symbole de S la combinaison lineaire non symetrique: 



0-5 



= J2 QaA. 



A 

e'(A)=Ci(<5) 



Comme 6 est symetrique, son ordre a la forme: 
0{6) = 

((o,£i), (o,4o-i), ifkoJko), -, (/fei-i,4i-i), (1, 1), (1, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 0), ...) 

(fci) (fc2) (ka) 

avec 

4 > 4 > • • • > 4o-i, et (/feo,4o) > • • • > (/fci-i,4i-i) 
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(on peut avoir ko = 1 on ki = ko, etc. . . ) 
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Proposition 5.1. (Le symbole de dd) 

Soit S une combinaison lineaire symetrique de graphes aeriens ascendants, d'ordre 

((o,4),...,(o,4o-i),(/fco,4o),---,(/fc,-i,4i-i),(i,i),...,(i,i),(o,i),...,(o,i),(o,o),...) 

(fei) (fea) (fcs) 

Alors, chaque graphe ^Ij'^ et Aj'['* apparaissant dans dS est d'ordre au plus: 

0(5) ©(1,1) = 

((0,4), (o,4o-i), (//co,4o), (/fci-i,4i-i), (1, 1), (1, 1), (0, 1), (0, 1), (0,0), ...). 

(fei) (fc2+l) (fea+l) 



Si 0{dS) = 0{5)® (1,1), alors le symbole de dS est: 



AGas i<j 

0<i<fco-l i,j 
ki-l<j<k2-l 



+ E [ E 4.'^,'?'+ E ^ 

fcl-l<J<fc2-l 

+ E [ E E 4:iMf]} 

fcl-l<i<fe2-l j,i 7 7 

fel-l<J<fc2-l 



Reciproquement, si le second membre ijt est different de 0, alors, 0{d6) = 0((5)©(1, 1) 
et il sera egal a ags- 

Preuve 

Fixons un couple avec < i < j < n. II est clair que dans la decomposition 
de d{A), les ordres des graphes A^.'['* ou A^j'* sont: 
* Si < i < /co — 1, alors 

C»(Ajf ) = ((0,4), • • • , {h^i+i-r) , . . . ,{0^r + l), . . . ) ou 1 < r < 4+1- 
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Done 0{Aj'^l' ) < 0{6) © (1, 1). II n'y a aucun graphe Aj'J' , dans ce cas, qui apparait 
dans Jit. 

D' autre part: 

C»(A[;;'^) = ((0, £,),... ,{0^r + l^, . . . -r) , ...) ou 1 < r < 

Done 0{AI'J'') < 0{5) © (1, 1) et I'egalite n'est vraie que si r = ii+i - 1 et h - 1 < 
j < k2 — 1- Pour chaque s compris entre 1 et £i+i, il y a un seul graphe 

A' 

* Si ko — 1 < i < ki — 1, alors 
O(A'.f) = ((0, . . . , a;,£,+i-r) , ...,(/;, r + 1), ... ) ou < r < 

Done 0{Ajf) < 0{6) © (1, 1) et I'egalite n'est vraie que si r = 0, t = 1, // = /i+i et 
ki — 1 < j < k2 — I. II y a /j+i graphes Ajf dans ee cas: 

^'f = ((o3•••0^),•••,(Jt),(i3...^5^),■■■]...,(^•••^^ 



ou les /j+i fleches arrivantes sur i dans A(0, . . . j . . . , n) seront reparties une sur j et 



les /j+i — 1 qui restent sur i dans Ajf'^ et on a /j+i possibilites. 



D' autre part: 

0(A[_f ) = ((0, 4), . . . , C^^r^, . . . , (/;, £,+1 - r), . . . ) ou < r < 

(^) (j) 

Done 0(Ajj''') < 0{5) e (1, 1) et I'egalite n'est vraie que si r = ii+i - 1, // = fi+i et 
/ci — 1 < J < A;2 — 1. Pour ehaque s eompris entre 1 et ii+i, il y a un seul graphe 

A /,4+l-l,S _ 



* Si ki — 1 < i < k2 — 1, alors 



e»(A;f ) = 0(A[;;'^) = ((0,£0, ■ ■ • , (M), • • • , (M), • ■ ■) ou r = et 5 = t = 1. 

(0 0') 
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Done pour et seulement pour i < j < k2 - I, C(Ajf'^) = 0{AI']'^) = 0{d) © (1, 1) 
et il y a un seul graphe et un seul graphe A['°'^ dans ce cas. 



A[,f = ((5^.. .5^),..., (;^...;^ 

* Si i > k2, pour tout j > z, on a C»(Aj'['*), 0{AI'-'') < 0{S) © (1, 1), dans ce cas, 
ces graphes n'apparaissent pas dans X- 

Enfin, si A est un graphe de S qui n'apparait pas dans le symbole as, alors les 
ordres des graphes A^'J'* et Aj'['* qui se contractent sur A sont tous strictement plus 
petits que (1, 1). On regarde done seulement les A qui apparaissent dans X- 

A partir de maintenant, on note abusivement 

ags — OA' A' , si dS = oa' A'. 

A'edS A' 
0(A')=C'(<5)e(l,l) 



Definissons maintenant I'operateur d'homotopie. 
Definition 5.2. (L'homotopie) 

Soit A un graphe de type (. < .) de sommets (0, ...,?7,), ayant des sommets i 
d'ordre (1,1). On definit Vhomotopie h comme I' application qui transforme le graphe 
A en le graphe h{A) defini ainsi: 

On considers io, le plus grand des indices i d'ordre (1,1)- La fleche issue de io est 
ioa. Le graphe h{A) est le graphe de sommets {0, . . Aq . . . ,n) obtenu en comprimant 
la fleche ioa de A et en identifiant les sommets io et a au sommet a. On remplace la 
fleche do dans A par la fleche c^ dans h{A). 

Si A n'a pas de sommets d'ordre (1, 1), on pose h{A) = 0. 

On prolonge h lineairement a I'espace des combinaisons lineaires de graphes. 



Proposition 5.3. (Symbole et homotopie) 

Soit S une combinaison lineaire symetrique de graphes de type (. < .) ayant n 
sommets numerotes (1, . . . , n) et d'ordre 

0{S) = 

((o,4),...,(o,4o-i),(/fco,4o),-,(/fci-i,4i-i),(i,i),...,(i,i),(o,i),...,(o,i),(o,o),...). 

(fci) (fca) (fes) 
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Alors 

\l<i<feo A;o<j<fei / 

Preuve 

On reprend les notations de la proposition precedente. On a done: 



(Ts- 



0<i<fco-l ^i.J i ^ 

ki-l<j<k2-l 



ki-l<j<k2-l 

+ E [ E 4."4f'+ E ^Ji^lf]}- 

fei-l<i<A;2-l ^J.i 7 7 
fei-l<J<fc2-l 

Le dernier sommet d'ordre (1, 1) dans 85 est k2 — 1. Dans I'expression precedente, 
on regarde les termes pour j — k2 — 1: 



-E"-! E E ^&'-r<£-. 



Aeo-A i<j i,ii+i-i,sProp 

0<i<feo-l ^i,fc2-i i 
j=k2-l 



, \^ ^0,1 a/,0,1 I ei+i-i,s.iA+i-i 

[ '=•^2-1,1 fe2-l,i '^i,fe2-l ^i,fe2-l 

i<i ./oi prop /,£._^^_i,sProp 

feo-l<i<fcl-l ^'=2-l.< 7 ^ ^i,fc2-l 7 

j=fe2-l 

^ [ ^fe2-M^fe2-M ^ Z^ ^i,fe2-l^i,fe2-lj /• 

fcl-l<t<fc2-l ^fc2°-l.< 7 ^ ^l'°2-l "7 ^ 

i=fc2-i 
* Pour < i < fco - 1, 

A-'fc"''^ = ((5^ . . . 5^) , . . . , (^"3 • • . ^(^^. . . , ((^2 - 1)4, j) , . . . 

(^) 
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Appliquons Fhomotopie h, on obtient 
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et le signe sera 



...ko-1 



is) 



J 



ndl . . . nc^ 



\ 



J 



D'ou, pour chaque 1 < s < fj+i, 



^J:^"MA-£^''^) = -(-1)^^+-+^'=-^ A(0, ...h-l...,n). 



* Pour ko ~ 1 < i < ki - 1. 

- On a d'abord /j+i graphes de type Ajt^-i.i 



((0^...0^),...,((A;2-l)^),(z^...z^),...^l...,(^...^)) 



alors 



^0^...0c°^),...,(^cl...^4^^),...fcr^l...,(n3...r^ 
D'ou, 



- On a aussi un graphc de type Aj^^j-i 

A-fcV''^ =((0^ . . .5^), . . . , (z^ . . .z(^2^. . ((A;2-l)4j),. . . 

D'ou, pour chaque 1 < s < ii+i, 

e^::^''h{^:t^r'n = a(o, . . . . . . , n). 
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* Pour ki — 1 < i < k2 — 1, on a aussi des graphes des deux types : 

AiS,= ((0^...0^),...,((fc2-iy^),(z4),---^l---,^ 
Done 

4UA^if-i.) = (-1)'^+-+''=-^ A(0, . . . fcT^l . . . , n). 
De meme, on a 

ASii = ((o3...0^),...,(i(^2-l)),((fc2-l)4),...^^ 



Done 



Enfin, dans I'expression de agA, on regarde les termes pour j < k2 — 1. D'abord, 
par definition de I'homotopie /i si j < A;2 — 1, on a: 

prop prop 
^ A ^ MAl^'^) ^ /.(A) 



et 



prop prop 
Ajf ^ A ^ /^(Ajf ) ^ /i(A). 



De plus les signes s^j et e^i dependent pas de ^2 — 1, on en deduit que la somme 
de tons les termes pour j < k2 — 1 est: 
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E«4 E E 

A€as i<j A-f''^i+l-l'"^TA 

0<i<fco-l i ^ 

fel-l<j<fc2-l 

+ E [ E 4i^r+ E 

fel-l<J<fe2-l 

+ E [ E 4i^r+ E 

fel-l<J<fc2-l 

= cr9M'7A)(0> • • • A;2 - 1 . . . ,rz). 
Ceci demontre notre proposition. 



6. COHOMOLOGIE DES GRAPHES ASCENDANTS 



Disons qu'un sommet i d'un graphe de type (. < .) A est simple si ^Deb{i) < 1 
et i^Fin{i) < 1. 

Proposition 6.1. (Modulo un cobord, le symbole d'un cocycle ne contient que des 
sommets simples) 

Soit S une combinaison lineaire symetrique de graphes de type (.<•). On suppose 

que S est un cocycle (dS = 0). Alors il existe un cobord tel que le symbole cs-dp 
de S — d(3 ne contient que des graphes A dont tous les sommets sont simples. 

Preuve 

Puisque 5 est un cocycle, h{ads) — 0. On a alors: 

\l<i<feo ko<i<ki / 

Dire que as contient au moins un graphe possedant un sommet non simple, c'est dire 
que dans 0{5), ki > 0. Dans I'expression precedente, le coefficient a de as est non 
nul. Puisque as n'est pas nul, on en deduit que h{as) n'est pas nul, done k2 > ki, il 
existe des sommets d'ordre (1, 1) dans les graphes A de as- 

Posons Pi — — S{h{as)), ou S{h{as)) est la symetrisation du graphe h{as). 

a 

D'abord par construction, les graphes apparaissant dans S{h(as)) mais pas dans 
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h{as) sont d'ordre strictement plus petit que les graphes apparaissant dans h{as), ou: 

Ensuite, on a vu que pour calculer le symbole de dS, on ne considerait que les graphes 
du symbole de 6 done: 

Alors, 

Autrement dit 6i = d — dPi a un ordre strictement plus petit que 0{5). Si le 
symbole de 5i a des graphes avec des sommets non simples, on pent recommencer 
cette operation. Au bout d'un nombre fini d'etapes, on arrive sur une combinaison 
de graphes 5 — d(5 dont le symbole ne contient que des sommets simples: 

o{5 - a/3) = ((1, 1), . . . , (1, 1), (0, 1), . . . , (0, 1), (0, 0), . . . , (0, 0)). 

Done tons les graphes de 6— 8/3 n'ont eux aussi que des sommets simples. Ces graphes 
sont des graphes vectoriels ou lineaires a sommets simples etudies dans [AAClj et 
[AAC2] . 

Definition 6.2. (Les roues) 

Une roue symetrique Rk de longueur k est le symetrise de la roue simple qu i est le 
graphe ayant k sommets (1, . . . ,k) et les k fleches ^(1^), (2^), • • • , {{k — l)k), (kl) 

k-1 



Le calcul de la cohomologie des graphes vectoriels et lineaires a ete realise dans 
[AA ClJ et |AAC2| . Comme nous nous sommes ramenes a cette situation, on obtient, 
de meme, ici: 

Tiieoreme 6.3. (La cohomologie de Chevalley des graphes de type (. < .)) 
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La cohomologie de Chevalley des graphes de type (. < .) est donnee par les roues 
de longueur impaire. Plus precisement, pour tout n, une base de H'^ est donnee par 

( V 
< -R2iti+i A -R2jk2+i A • • • A i?2fep+i, OLvec h < k2 < ■ ■ ■ < kp, ^{2ki + 1) = n 
I i=i 



Theoreme 6.4. (La cohomologie de Chevalley de Taction adjointe des tenseurs as- 
cendants) 

La cohomologie de Chevalley de V action adjointe des tenseurs ascendants dans 
Tpoiyi^'^) est donnee par des cochaines Cs ou 5 est une combinaison de roues impaires 
de longueur strictement plus petite que 2d. 

Preuve 

Soit Cs un cocycle defini avec des graphes de type (. < .), alors, dCs = Cos ~ 0. 
D'apres le theoreme precedent, 



S ^ dl3+ ^2 «ri...rq-Rri A ■ ■ ■ A ii^ 



Montrons que si 2p + 1 > 2d, alors, Cijjp+i = 0. 
Prenons A la roue de longueur 2p + 1: 



A=((l5),(2l)....((2^)) 



Alors si a2p+i sont des tenseurs d'ordre ki, . . . , k2p+i- Posons 

/i = {1, . . . , A;i}, {ki + l,...,ki + k2}, . . . , l2p+i = { XI kj + l,..., 

j<2p+l i<2p+l 

Soient (ji, . . . J2p+i) G /iX - • •x/2p+i, posons /i = /i\{ji}, • • • , hp+i = /2p+i\{i2p+i}- 
Alors, 

C'a(«1, • • • , «2p+l) — 

^(jij • • • 5 i2j)+i, -^1, • • • , hp+i) 

l<*lr--,*fci+- + fc2p + l-'' (jl,...,j2p+l)e/lX---X/2p+l 

On definit 2p + 1 champs de vecteurs dependant de tf^, . . . , tj^^ en posant 

d d 
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Jac 



J2p+1 



En symetrisant Ca, on obtient 



Cfl2p+i(«l) ■ ■ ■ , «2p+l) = ^ (cr)CA (0:^^(1), a!cr(2p+l)) 

= ^ ^ ^(ii) • • • )i2p+i, A, • • • , -^2p+i) 

l<tl,...,tfe^ + ... + fc2p+i<'^ {jl,...j2p+i)e/lX---X/2p+l 

(G) . . . Jacj,^,„j,^^,{^2p+i)) )dt A---A a — 
ou on a note par a I'operateur d'antisymetrisation. 



Dans \W\ et |AL| . il est montre que a(tr{Ai . . . ^2^+1)) = des que 2p + 1 > 2d. 
Alors, ceci prouve que C/jjp+i = si 2p + 1 > 2d. 

La cohomologie est done engendree par les cochaines Cs ou 6 est une combinaison 
de roues impaires de longueur strictement plus petite que 2d. 

Remarque 6.5. 

On pent trailer de meme les graphes de Kontsevich aeriens de type (. > .) formes 
par des sommets de type (/j > li), c'est a dire, exactement ii fleches sortent de i et 

fi > ii si fi > 1, 



fi fleches aboutissent sur i avec 



f^>i^ Szf,<l. 



On pent regarder la cohomologie de Chevalley des graphes de type (. > .) en definis- 
sant un autre ordre: 

Classe 1: les sommets i de type {fi > 0) avec fi > 1. On posera 0{i) = (/j,0). 
Classe 2: les sommets i detype{fi > ii) avec fi > ii> 1. On posera 0{i) = {fi,ii)- 
Classe 3: les sommets i de type (1 > 1). On posera 0{i) = (1, 1). 



Classe 4-' le,s sommets i de type (1 > 0). On posera 0{i) = (1,0). 
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Classe 5: les sommets i de type (0 > 0). On posera 0{i) = (0,0). 

On ordonne les ordres des sommets suivant (*) en posant: 
(/„0)>(/„i',)>(l,l)>(l,0)>(0,0), 

fi > 

fi = fi' et ii > 

L'ordre 0{/S) d'un graphe A de type (. > .) est le mot forme par les ordres de ses 
sommets: 

O(A) = (O(1),...,0H). 

On ordonne les ordres des graphes par l'ordre lexicographique, en respectant {*). 

En appliquant le meme technique, on retrouve que la cohomologie des graphes de 
type (. > .) est aussi engendree par une combinaison de roues impaires. 

On remarque, finalement, qu'en considerant les graphes de type (. < .) et de type 
(. > .), on passe d'une classe de graphes a I'autre en changeant le sens de toutes les 
fleches, on dira qu'on a transpose ce graphe. Les roues sont des graphes invariants 
sous cette transformation, elles donnent, aussi, la base de la cohomologie transposee 
definie par: 

( *a)(A) = \di *A)). 

Cependant, I'operateur *9 est un operateur de cobord different de celui de Chevalley 
sur Tpoiy(R'^). (Voir I'exemple donne dans |AAC2] ) 
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